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INTRODUCTION 
 
L’intérêt de disposer d’éléments finis volumiques capables 
de modéliser des structures minces est motivé par de 
nombreux problèmes industriels. Ainsi, ces dernières 
années, plusieurs travaux ont été réalisés dans ce domaine. 
Ces éléments coques épaisses ont de nombreux avantages : 
ils sont capables de représenter le comportement de 
structures minces avec une bonne prise en compte des 
phénomènes à travers l’épaisseur et avec un gain de temps 
de calcul significatif, ils permettent de mailler des 
géométries complexes où coques et solides doivent 
cohabiter sans les problèmes connus de raccordement de 
maillages. L’élément SHB8PS a été développé dans ce sens 
à partir d’une formulation purement tridimensionnelle [1-3]. 
Récemment, une nouvelle version, libre de verrouillage (en 
membrane et cisaillement), a été formulée et validée en 
linéaire [4]. Dans la présente étude, cette version revisitée 
est validée à travers de nombreux cas tests non linéaires. 
 
FORMULATION 
 
La formulation du SHB8PS a été donnée en détails dans 
[2]. Nous en rappellerons l’essentiel en donnant plus 
particulièrement les aspects nouveaux de la version 
revisitée. Il s’agit donc d’un élément isoparamétrique à huit 
nœuds et à interpolation linéaire. Pour lui donner l’aspect 
d’une coque volumique, une direction privilégiée est 
choisie (appelée l’épaisseur), la loi de comportement 3D est 
modifiée pour se rapprocher des hypothèses de coques et il 
est intégré avec cinq points de Gauss répartis selon cette 
direction de l’épaisseur. Cette intégration réduite, dont le 
but est d’améliorer les performances de calcul de l’élément 
et d’éviter certains blocages, génère des modes de 
‘hourglass’. Ces modes à énergie nulle sont efficacement 
stabilisés et les modes de blocages persistants sont éliminés 
par une technique de projection pouvant se mettre sous le 
formalisme dit ‘‘Assumed Strain Method’’ [5]. 
Les coordonnées et déplacements 
i
x  et ( 1, ..., 3) 
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iu =  de 
l’élément sont interpolés via les fonctions de formes tri-
linéaires ( ), , ( 1, ..., 8) I IN ξ η ζ = . En introduisant les 
vecteurs de Hallquist [6] ( ib , i = 1,..., 3) : 
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Matrice de rigidité et stabilisation anti-hourglass 
 
La raideur élastique se calcule utilisant les points de Gauss : 
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En remarquant qu’aux cinq points de Gauss de coordonnées 
0,  0,I I Iξ η ζ= = ≠  les fonctions , 3, 4;  1, 2, 3 ( )i ihα α = =  
sont nulles, l’opérateur B  de l’équ. (2) se réduit à sa partie 
12B  où il ne reste que les termes , 1, 2;  1, 2, 3 ( )i ihα α = = . 
Dans ces conditions, on montre qu’il y a 6 modes de 
hourglass, générés par 3 4et  h h , qu’il faut stabiliser. Le 
contrôle de ces modes parasites se fait par une technique 
inspirée de Belytschko et Bindeman [5]. Pour construire la 
matrice de stabilisation, qu’il faut ajouter à la raideur, on 
opère la décomposition additive suivante de l’opérateur B : 
12 34B B B= +    (4) 
Le 2nd terme 34B  est celui qui s’annule aux points de Gauss. 
La rigidité définie par l’équ. (3) s’exprime alors comme : 
12e STABK K K= +    (5) 
Le 1er terme 12K  est celui obtenu par intégration de Gauss 
(équ. (3)). Le 2nd terme STABK  représente la rigidité de 
stabilisation car il est nul si évalué aux points de Gauss : 
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Elimination du verrouillage 
 
La sous-intégration de l’élément ne permet pas d’éliminer 
les blocages en membrane et cisaillement. Pour y arriver, 
l’opérateur gradient discrétisé est projeté sur un sous-espace 
approprié. On montre que cette technique peut se mettre 
sous le formalisme de la méthode dite « Assumed Strain » 
et qu’elle peut être justifiée dans le cadre du principe 
variationnel mixte statique non linéaire de Hu-Washizu [7]. 
Ceci revient à remplacer la déformation par une 
déformation postulée ε  fonction d’un opérateur B  projeté 
à partir de l’opérateur classique B  défini équ. (2) et (4) : 
( , ) ( ) ( )x t B x d tε = ⋅        (7) 
Par conséquent, les forces internes et la raideur deviennent : 
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Avant de définir l’opérateur B , nous remplaçons la forme 
de Hallquist [6] des vecteurs ib , équ. (1), par la forme 
moyenne de Flanagan-Belytschko [8] ˆib  : 
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Ceci revient à remplacer les vecteurs 
α
γ  par ˆ
α
γ  et donc 
l’opérateur B  par l’opérateur ˆB  défini par 
12 34
ˆ ˆ ˆB B B= + . 
Outre la nouvelle projection utilisée ci-après, notons ici une 
autre différence avec la précédente version du SHB8PS 
dans laquelle, les formules de Hallquist ont été remplacées 
par les formules de Flanagan-Belytschko seulement dans 
les termes de stabilisations 
34
ˆB  et donc STABK . 
On peut à ce stade projeter ˆB  en un opérateur ˆB  tel que : 
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La raideur élastique est alors donnée par l’équ. (5) avec : 
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De la même façon, on obtient les forces internes par : 
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et les forces de stabilisation STABf  doivent être calculées en 
accord avec la raideur de stabilisation donnée ci-dessus. Le 
calcul de ces termes de stabilisation (raideur et forces) est 
réalisé dans un repère co-rotationnel. Le choix de ce repère 
tournant avec l’élément et aligné avec le repère de référence 
est justifié ici par la rotation extraite de la décomposition en 
produit du gradient de la transformation. Cette formulation 
co-rotationnelle a plusieurs avantages : simplification des 
formules donnant la matrice de stabilisation dont les termes 
croisés s’annulent, le traitement du blocage en cisaillement 
est plus efficace et formulation mieux adaptée aux non 
linéarités. Pour les calculs complets se référer aux réf. [2, 4]. 
 
VALIDATION SUR CAS TESTS NON LINEAIRES 
 
Après une validation de cette nouvelle version du SHB8PS 
en linéaire sur plus de dix cas tests élastiques, nous 
présentons ici sa validation en non linéaire. Pour chaque cas 
test, le résultat obtenu est comparé, d’une part, à la solution 
de référence et d’autre part, à la solution donnée par la 
version précédente du SHB8PS (voir réf. [3]). 
 
Coque cylindrique étirée par des forces radiales opposées 
 
Ce cas test est assez sévère et a été étudié par de nombreux 
auteurs. La Fig. 1 montre la géométrie, le chargement, les 
conditions aux limites et les caractéristiques mécaniques 
pour cette coque cylindrique ouverte étirée par deux forces 
radiales opposées. En utilisant les plans de symétries, un 
huitième du cylindre seulement est maillé avec 24 36 1× ×  
éléments comme dans la réf. [9] qui donne la solution de 
référence obtenue avec l’élément S4R du code Abaqus. La 
Fig. 2 donne les déflexions des points A, B et C en fonction 
de la charge appliquée. Le problème implique de très 
grands déplacements et rotations. Les résultats donnés par 
cette version du SHB8PS sont très proches de ceux de la 
solution de référence [9]. A noter un phénomène de 
claquage du cylindre pour une certaine charge critique. 
Cette instabilité de type claquage peut se voir nettement sur 
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Fig. 2. Déplacements des points A, B et C : solution de 
référence et résultats de simulation avec l’élément SHB8PS. 
Fig. 1. Géométrie, propriétés matériau et chargement. 
Fig. 3. Déformée du maillage 24 36 1× × pour la charge maximale.  
la Fig. 2 avec le changement de sens du déplacement du 
point C, et aussi en Fig. 3 qui donne la déformée de la 
coque cylindrique à la charge maximale 40000P = . 
 
Flambage d’une arche soumise à une force inclinée 
 
Une force inclinée est appliquée au centre d’une arche à 90° 
conduisant à un flambage par point limite non symétrique. 
Ce cas test a été traité par plusieurs auteurs, nous 
comparons nos résultats avec la solution de référence 
donnée dans [10]. La Fig. 4 montre la géométrie où les deux 
bords droits (1 et 3) sont simplement supportés alors que les 
bords courbés (2 et 4) sont libres. Les caractéristiques 
géométriques et matériau sont :  2,54mR = ,  0, 504 mL = , 
 0, 0127 mt =  ;  3,105GPaE = , 0,3ν = . La force 
appliquée est paramétrée par λ  tel que : 100P λ= [ N ] ; 
elle est inclinée de 10° par rapport à Z  et de 45° dans le 
plan. Plusieurs maillages ont été testés, la Fig. 5 donne les 
résultats obtenus avec un maillage 20 8 1× ×  qui collent très 
bien avec ceux de la solution de référence. Comme le 
montrent les déformées successives de l’arche (Fig. 5), le 
pré-flambage est non linéaire et stable alors que le post-
flambage proche est non symétrique et instable. La méthode 
de pilotage par longueur d’arc de Riks a été utilisée pour 
suivre la branche après le point limite. 
 
 
 
 
 
 
DISCUSSION ET CONCLUSIONS 
 
Une version revisitée de l’élément de coque massif 
SHB8PS a été formulée pour éliminer certains blocages 
résiduels persistants en membrane et en cisaillement. Cette 
version a été implantée dans le code de calcul par éléments 
finis implicite INCA et validée, dans une précédente étude, 
sur un grand nombre de cas tests linéaires. Il a été vérifié 
que, grâce à la nouvelle projection utilisée, nous allons 
beaucoup plus loin dans l’élimination du verrouillage et en 
particulier dans l’exemple de l’hémisphère pincé [4]. Dans 
la présente étude, nous avons poursuivi la validation dans 
les cas non linéaires. A travers plusieurs cas tests sévères 
impliquant les deux types de non-linéarités (flambage, 
grands déplacements et rotations, plasticité …) nous avons 
pu évaluer les bonnes performances de l’élément en termes 
d’efficacité et de rapidité de convergence. Les deux 
exemples montrés dans cet article illustrent bien la capacité 
de cet élément (de géométrie volumique) à simuler le 
comportement de structures minces où l’on a recours 
habituellement à des éléments de type coques. 
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Fig. 4. Géométrie de l’arche à 90° sous force inclinée. 
Fig. 5. Courbe charge-déplacement radial du point 
d’application de la force : solution de référence et 
résultats obtenus avec 20 8 1× ×  éléments SHB8PS. 
